Olimpiai valogatéversenyek feladatai 2005

2005/1. Bergengociaban 2005 varos van. Fejletlen a cs6postahélozat, seme-
lyik két varost nem koti Ossze kozvetlen cs6. Az 0j szabalyok értelmében kiépit-
hetnek kozvetlen cs6kapcesolatot az A és B varos kozott, ha létezik még két tovabbi
varos C' és D 1ugy, hogy nincs kozvetlen cséposta sem A és C, sem C és D, sem
D és B kozott. Legfeljebb hany csovet épithetnek ki?

2005/2. A k kor és az [ egyenes nem metszik egymést. A kor AB atmérdje
[-re merdleges, az atmérs végpontjai koziill B van kozelebb [-hez. A kor A-tol és
B-t6] kiilonb6z6 pontja C. Az AC egyenes és | metszéspontja D. D-bdl érintét
hizunk a korhoz, az érintési pont E. Tudjuk, hogy B és E az AC egyenesnek
ugyanazon oldalan vannak. A BE egyenes és [ metszéspontja F'. Az AF egyenes
a kort G-ben metszi. Igazoljuk, hogy az AB egyenesre tiikkrozve G-t a C'F' egyenes
egy pontjat kapjuk.

2005/3. Legyen p egy 2-nél nagyobb prim. A pozitiv egészek ay, ag, ..., ap—2
sorozatarol tudjuk, hogy p nem osztja sem ag-t, sem (af—1)-et (k =1,2,...,p—2).
Igazoljuk, hogy a sorozat néhany tagjanak szorzata 2 maradékot ad p-vel osztva.

2005/4. A hegyesszogli ABC haromszogben 5 > v . A koréirt kor kozép-
pontja O, az AO egyenes D-ben metszi BC-t. Az ABD és AC'D haromszogek
koré irt koreinek kozéppontjai rendre E és F. A B és C kezd6pontu BA és C'A
félegyeneseken van rendre G és H tgy, hogy AG = AC és AH = AB. Igazoljuk,
hogy EFGH akkor és csak akkor téglalap, ha 8 — v = 60°.

2005/5. a, b, ¢, d olyan nemnegativ valos szdmok, melyekre a® — ab + b =
c? — cd + d?. Igazoljuk a kovetkezs egyenlStlenséget:

(a+b)(c+d) > 2(ab+ cd).

2005/6. Egy 2005 x 2005-6s tablazat elemei az {1, 2, ...,n} halmazbol valok.
Az i-dik sor elemei alkotjak az X; halmazt, a j-dik oszlop elemei alkotjak az Y
halmazt. Melyik az a legkisebb n érték, melyre lehetséges, hogy az X, Xo, ...,
Xo005, Y1, Yo, ..., You05 halmazok paronként kiilonbozok?



