Olimpiai valogatéversenyek feladatai 2003

2003/1. Az s1, S, S3, ... , So03 nemnegativ valos szamok Osszege 2, tovabba
tudjuk, hogy S$189 + S9S3 + S3S4 + ... + S200252003 + S2003S1 = 1. Legyen S =
s? + 83 + ... + s3y03- Hatdrozzuk meg az adott feltételek mellett S lehetséges
legkisebb és legnagyobb értékét.

2003/2. A hegyesszogti ABC' héromszog belsejében levé P pontra igaz, hogy
APB/Z = BPC/Z = CPAZ. A BP és CP egyenesek az AC és AB oldalakat
rendre D-ben és E-ben metszik. Mutassuk meg, hogy AB + AC > 4DFE.

2003/3. Egy sakk kormérkszésen k ember vett részt és mindenki mindenkivel
egyszer jatszott. Miutan az Osszes mérkozés lezajlott kideriilt, hogy barmely 4
versenyz6 kozott van olyan, aki a tobbi harom versenyzd koziil egyet megvert,
egytdl kikapott, a harmadikkal dontetlenben egyezett meg. Legyen ilyen feltételek
mellett k a lehets legnagyobb. Bizonyitsuk be, hogy 6 < k£ < 9.

2003/4. Nemnegativ valos szamok végtelen sorozatét jelolje aq, ag, ... . Van
olyan ¢ szam, amelynél nincs a sorozatnak nagyobb eleme. A sorozatrol még a

kovetkez6t is tudjuk: |a; — a;| > T minden i, j esetén, ha 7 #£ j. Igazoljuk,
i
hogy ¢ > 1.

2003/5. A ky és ko korok metszéspontjai P és (). Valasztunk kp-en két pontot,
legyenek ezek A és By. (Aj, By, P és Q négy kiilonboz6 pont.) Az AP és B1P
egyenesek ko-vel valo, P-t6l] kiilonboz6 metszéspontjai legyenek As és By, Legyen
C az A1B; és AyBs egyenesek metszéspontja.

Igazoljuk, hogy Ay és B; kiillonbo6z6 valasztasainal az A; AsC' haromszog koré
irt kor kozéppontja mindig egy rogzitett koron lesz.

2003/6. Pozitiv egész szamok véges halmazait vizsgéljuk. Egy ilyen halmaz
0sszeqgosztos, ha a halmaz minden eleme osztoja az elemek Osszegének.

(a) Adjunk meg egy olyan 6sszegosztos halmazt, melynek eleme a 7 és a 17.

(b) Igazoljuk, hogy pozitiv egészek egy tetszéleges véges H halmazéhoz létezik
olyan 6sszegosztos G halmaz, hogy H részhalmaza G-nek.



